EUF

Exame Unificado
das Poés-graduacoes em Fisica
Para o segundo semestre de 2016

Critérios de correcao

Parte 1

e Como entender os critérios de correcgao.

1. O valor total de cada questao é 1 ponto.

2. As questoes sao divididas em itens denotados por letras (a, b, ¢, ...). O valor de cada
item é mostrado em vermelho no inicio do item.

3. O valor dos passos intermediarios necessarios para a resolucao de cada item é mostrado em
azul imediatamente apos o passo. Para que cada passo intermediario seja considerado
correto, é preciso que o raciocinio que leva ao resultado parcial esteja completo e correto.

4. Respostas “secas”, sem justificativas nao foram aceitas.



Q1. (a) (0,1 pontos) Sim, pois a tnica forca capaz de gerar o torque para que a esfera role sem
deslizar é o atrito. As seguintes alternativas também foram aceitas:

e Sim, pois se nao houvesse atrito a bola apenas deslizaria.
e Sim, pois se nao houvesse atrito a mesma nao rolaria.

e Sim, pois a esfera desce sem deslizar.

(b) (0,1 pontos) Sim, pois o atrito é estdtico e nao realiza trabalho, uma vez que a velocidade
do ponto de contato entre a esfera e o plano inclinado é nula (rolamento sem deslizamento).
Também foi aceita a seguinte alternativa: Sim, pois a esfera rola sem deslizar.

(c¢) (0,4 pontos) Tomando a base do plano como o zero de energia potencial gravitacional,
a energia mecanica inicial é apenas potencial gravitacional, dada por E; = mgh. Na base
do plano inclinado, a energia mecanica ¢ puramente cinética, dada pela energia cinética de
translagao do centro de massa (CM) mais a energia de rotacao em torno do CM, ou seja,
E; =mv?/2 + [w?/2, onde v e w sdo, respectivamente, as velocidades de translagao do CM e
angular na base do plano. Por conservacao de energia mecanica,

1 1
mgh = émv2 + §Iw2. (0,2 pontos) (1)
Como ha rolamento sem deslizamento, a velocidade de translacao do CM e a velocidade de
rotagao satisfazem v = wr (0,1 pontos). Substituindo na Eq. (1) e usando a expressao para o
momento de inércia dada no enunciado obtemos

10

- gh.| (0,1 pontos)

v =

Notas parciais foram atribuidas também nos seguintes casos:

e Energia inicial (E;) correta, energia final (Ef) correta, mas ndo considerou E; = E; e,
portanto, nao chegou ao v correto. (0,2 pontos)

E; correta, energia cinética final (Ey) correta, usou v = wr corretamente, mas considerou
o trabalho do atrito como nao-nulo. (0,2 pontos)

Apenas E correta. (0,1 pontos)
e Considerou mgh = %va + mw? e prosseguiu corretamente. (0,2 pontos)

e Considerou mgh = L?/21 + p*/2m, com L incorreto. (0,1 pontos)

(d) (0,4 pontos) Definimos um sistema de coordenadas com um eixo x paralelo ao plano
inclinado e apontando para a base do plano e um eixo y perpendicular ao plano e apontando
para cima do plano. A forga resultante no eixo y é nula. No eixo x, usando a segunda lei de
Newton,

mgsing — f, = ma, (0,1 pontos) (2)

onde f,; é a forca de atrito e a a aceleracao do CM. Para o movimento de rotacao
T = fur =Ia, (0,1 pontos) (3)

onde 7 é o torque em relacao a um eixo que passa pelo CM da esfera e a é sua aceleracao
angular. Derivando em relacao ao tempo a expressao do item anterior, v = wr, obtemos
a = ar. Levando esta iltima relagao e a Eq. (2) na Eq. (3) obtemos

2 ,a

mgsinf — ma)r = —mr*—,
(mg Jr=gmrt



donde .
a=g sinf. (0,1 pontos) (4)

Dado que a é constante, podemos usar a seguinte relagao, valida para um movimento unifor-
memente acelerado,

v’ = vi +20Ax
= 2ah/sinb, (5)

onde vy = 0 é a velocidade no instante inicial e Az = h/sinf o deslocamento no eixo x.
Levando a Eq. (4) na Eq. (5)

10
v = 7gh, (0,1 pontos)

que coincide com o resultado ja encontrado no item (c).

As seguintes alternativas também foram aceitas:

e Se usou v = at e Ax = at?/2, ao invés da Eq. (5).

e Se utilizou a = dv/dt = vdv/dx e integrou em dv e dx, ao invés da Eq. (5).

e Se calculou o torque em relacdo a um eixo que passa pelo ponto de contato e usou o
teorema dos eixos paralelos para determinar o momento de inércia em relagao a este eixo.

Notas parciais foram atribuidas nos seguintes casos:

e Se calculou o torque em relacao a um eixo que passa pelo ponto de contato, mas nao usou
o teorema dos eixos paralelos para determinar o momento de inércia em relagao a este
eixo. (0,2 pontos)

e Se usou que f,; = umgcost e assim determinou v em fungao de p. (0,2 pontos)



Q2. (a) (0,3 pontos) Utilizaremos como coordenada generalizada o angulo  que a haste faz com
a vertical. O médulo da velocidade da particula é dado por v = lé, de modo que sua energia
cinética é )

m(16)?

2
A altura na vertical, em relacao a posicao em que ¢ = 0, é dada por h =1 — [ cos . Segue que
a energia potencial gravitacional é

T —

(0,1 pontos)

V =mgl(1 —cos®). (0,1 pontos)

Finalmente, a Lagrangiana do sistema ¢é

mi26?

L=T-V=
2

—mgl(l —cosf).| (0,1 pontos) (6)

(b) (0,2 pontos) A equagao de movimento é obtida a partir da equagao de Euler-Lagrange

d(9Ly oL _,
dt \ 96 00

Utilizando a Eq. (6) na equagao acima, temos

6 = —%sin@.

(c) (0,3 pontos) Nos pontos de equilibrio, dV/df = 0, o que nos da sinf = 0, ou seja, os
pontos procurados sao

6=0 e =m] (0,1 pontos)

Para avaliar a estabilidade dos pontos de equilibrio, analisamos o sinal de
d*V
do?

Para 6 = 0, a expressao acima tem valor positivo (minimo de V'), caracterizando um equilibrio

estavel, enquanto que para § = 7, o sinal é negativo (maximo de V'), correspondendo a um
ponto de equilibrio instavel. (0,1 pontos)

= mglcosf. (0,1 pontos)

(d) (0,2 pontos) Para pequenas oscilagoes em torno de 6 = 0, podemos aproximar sin 6 ~ 6.
A equagao de movimento fica

. g
0=—=0
l )
cuja solucao geral é, por inspecao,
0(t) = Asin(wt + 9),

onde A e § sao constantes arbitrarias determinadas pelas condigoes iniciais e

w=1/g/l,

que é a frequéncia (angular) procurada. Alternativamente, pode-se comparar a Eq. (2) com
a equagao de movimento de um oscilador harmonico simples uni-dimensional de frequéncia
(angular) w,

&4 w?r =0,



e inferir que no caso em questao teremos w = 4/g/l.

Escolhas alternativas da coordenada generalizada, igualmente validas, como, por exemplo, o
angulo que a haste faz com a horizontal, também foram aceitas como corretas. Além disso,
formas da energia potencial gravitacional que diferem da usada acima por uma constante (equi-
valentes a escolhas alternativas da altura de referéncia) também foram aceitas como corretas.



Q3. a) (0,1 pontos) A conservagao de energia nos déd
Ey+mc® = \/p2 + m2ct + E, (7)
enquanto a conservagao de momento linear é
Bo+0 =7+ p.
b) (0,4 pontos) Da conserva¢ao de momento linear
pg = (Po — ]7)2 = pg + p? — 2ppg cos 6.

Usando que, para os fétons, pg = Ey/c e p = E/c e levando na Eq. (7)

Ey+mc® = \/Eg + E? —2EFycosf +m?c* + F.
[solando a raiz quadrada e elevando a equacao ao quadrado

(Eo —EF+ m02)2 = Eg + E? — 2EFE, cos 0 + m*c*
B2+ E? + m?c* —2EEy +2mc* (Ey — E) = E2+ E? —2FEEycos + m?c!
—EEy+mc®(Ey—FE) = —EEycosf
mc? (Ey— E) = EFE;(1—cosf).

Finalmente,

1 1 1
o (1—-cosh).
5 E ch( cos 0) (8)

Uma resposta alternativa, que também foi aceita como correta, partia da expressao dada no
formulério

h
)\—)\0:%(1—6089),

e usava a relacao entre as energias e os comprimentos de onda dos fétons

he he
A Ao’
para obter a expressao da Eq. (8)
Raciocinio correto com erros de dlgebra levaram a perda de (0,2 pontos).

c) (0,2 pontos) Da relagao entre a energia e o comprimento de onda dos f6tons

h h
:_C (§] EO €

E - =
A Ao’

onde A é o comprimento de onda do féton espalhado. Portanto,
h
A=X+ — (1 —cosh).
mc

Para 0 = /2,

vt
mc




Raciocinio correto com erros de dlgebra levaram a perda de (0,1 pontos).

¢) (0,3 pontos) A energia cinétia do elétron espalhado é
K = \/p2c2 + m2c* —mc* = By, — E.

Fazendo 6 = 7/2 na Eq. (8)

1 1 1
E G md
donde )
P mce*Ey ‘
Ey + mc?
Assim,
mc? he mc?
K =F, (1— —E0+m02) = )\—0 <1— —’;_s+m02> .
Finalmente,
_he 1
RS

Resposta em termos das energias dos fétons e nao em termos dos comprimentos de onda levaram
a perda de (0,1 pontos).

Raciocinio correto com erros de algebra levaram a perda de (0,2 pontos).



Q4. (a) (0,3 pontos) Queremos calcular (n'|Z |n) e (n/| p|n). Utilizando que

al = ”mwiﬁ — ! P, (0,1 pontos)
2h V2mwh'

obtemos
h
s = A4 gt
Z ST (a+a'),
R hmw , . R
po= iy @)

Os elementos de matriz pedidos sao

R h
(n'|z|n) = “2mw n\ a—i—a In) ,

(lpin) = iy (o] (af ~ @) In) . (0.1 pontos)
Como

(n'laln) = @[Vnln—=1) = Vndw 1,

W)l ny = (VAT Tln+1) = VAT W,
segue que

(n'|z|n) = ﬁ (\/ﬁén/m,l +/n+ 15n/,n+1) ,
('[pln) = iy/M2 (Vn+ 16y ns1 — VRO 1) -

(0,1 pontos)

(b) (0,2 pontos) Primeiramente, escrevemos 22 em termos de a e af

h
2mw

2 hooo
3% = 2mw(a+a)

(a+a') = 2;;) [d2 +aa' +a'a + (dT)ﬂ . (0,1 pontos)

O valor esperado procurado é

h
(]2 n) = (n] 5 (a? +aa +ata+ (aT)Q) In) .

Calculamos cada termo separadamente

(n|a?n) = (nlaynin—1) = vnvn —16,, 5 =0

(| (@N*n) = (ld'VaF1ln+1) = Vi+ IVn+ 20,2 =0,
(nlaat[n) = (nlavn+1|n+1) = (n+1) (n[n) =n+1,
(nlalaln) = (nla'Vn|n—1) =n(n|n) =

Juntando todas as contribuicoes

1

(n|2?|n) = % (2n+1) = miw (n + 5) .| (0,1 pontos)

7



(c) (0,2 pontos) A energia total média em um auto estado do Hamiltoniano é

(n| H|n) = hw (n (a*m%) n) :hw(nJr%),

onde usamos o valor esperado do operador nimero calculado no item anterior. A energia
potencial média em um auto estado do Hamiltoniano é

A 1
(n|Vn) = Emaﬂ (n|2*|n) . (0,1 pontos)
Do item anterior ) " . . .
(n|V|n) = émwQ% <n+§> =5 (n+§> :
Finalmente
H
M =2.| (0,1 pontos)
(n| V' |n)

(d) (0,3 pontos) Primeiro notamos que

dag(t . . . B
g fi[t( ) — [CALH(t),H} — (it/h [&,H} e—th/h, (0,1 pontos)
j& que o Hamiltoniano comuta com as exponenciais. O comutador procurado é

[aH] = hw {a <a*a + %)} = hw [a,ata]

onde usamos que um nuimero comuta com qualquer operador. Mas

~

la,a'a] = (aa'a — a'e®) = (aa’ —a'a) a = [a,a'] a=a, (0,1 pontos)
ja que [d,dw = 1. Assim,
dag(t)
dt
Resolvendo essa equagao diferencial

th

= fiw 1/ MGe= MM = iy (t).

a (t) = a(0)e ™ =ae .| (0,1 pontos)

A seguinte resposta alternativa também foi aceita. Usando

eXAe X = A+ [X, Al + 1 (X, [ XA+,

2!
obtém-se
i i Ht 1 [iHt |iHt
) — iHt/hg —iHt/h _ Lt Audr izt N
apg (t) =e ae a—+ o +2! e +
De X
Ht

[%,d] = —iwta, (0,1 pontos)

segue que
ag = a —iwta + (—iwt)*a + - = ae”“. (0,1 pontos) (9)

Portanto, o comutador é

[aHH} — =t [4,H] = hwe™“ta, (10)

e (9) e (10) satisfazem a equacao de movimento dada no enunciado. (0,1 pontos)



Q5. a) (0,2 pontos) O grifico pedido é mostrado na Fig. 5:

Figura 1: Grafico esquematico mostrando o ciclo num diagrama p x V.

Graficos em que o candidato errou o sentido do ciclo ou mesmo desenhou curvas de forma
errada, como por exemplo uma adiabatica como uma linha reta no diagrama p x V', mas que
mostravam pelo menos uma nogao grosseira do ciclo termodinamico pedido, obtiveram (0,1
pontos).

b) (0,3 pontos) (i) De maneira geral, o trabalho realizado pelo gds num processo reversivel
quando o volume varia de V; até V5 é dado por
Va

W = pdV

Vi

Portanto, o trabalho realizado no trecho CA é nulo, pois nao ha variacao de volume. O trecho
AB ¢ adiabatico, portanto nao ha troca de calor Q45 entre o gas e a vizinhancga. Da primeira
lei da termodinamica AU = @ — W (U é a energia interna),

WAB = —AUAB = ch(TA — TB),

onde usamos a expressao para a energia interna de um gas ideal. Finalmente, na isoterma BC,
usando a equagao de estado do gas ideal,

Vo
Wge = / pdV = —nRIgInr.

Vo
Como Ty = Tp e as isotermas sdo hipérboles p = nRT/V num gréfico p x V| segue que
Tiin = T < T = Tiyax. Logo, usando ¢y = R/(y — 1), o trabalho total é dado por

nR
v—1

Wtotal =

(Tinax — Tmin) — nRTwin In7.| (0,2 pontos)

Uma resposta alternativa, que também foi aceita como correta, calculou o trabalho no trecho
AB da seguinte forma. Usando pV7 = cte., o trabalho no trecho AB fica

rVo dV Vl—’Y -y _ 1
Wag = cte./ — = cte.—-2 (r ),
v V7 1=~




onde cte. = paV] = paV]. Portanto,

Com esse resultado, pode-se escrever o trabalho total de uma forma alternativa

(r'— -1

Wtotal = WAB + WBC = nRTmax 1_ ~

—nRI i Inr.

(i) S6 ha troca de calor entre o gés e a vizinhanga nos trechos BC e CA, pois o processo AB é
adiabéatico. Como BC é uma isoterma, a energia interna do gas se mantém constante e, usando
a primeira lei,

Qe =Wpe =—nRIglnr <0,

o que corresponde a uma liberacao de calor do gas para sua vizinhanca. Na isocoérica CA, o
trabalho ¢ nulo e, usando novamente a primeira lei,

QCA = AUCA = ch(TA — TC) = nCV(Tmax - Tmin)-

Portanto, o calor injetado no gas é

nR

ﬁ(Tmax — Tain)-| (0,1 pontos)

Qinjetado =

Respostas corretas, mas que nao ficaram expressas em termos de Tiax, Timin € 7 como pedido,
levaram a uma perda de (0,1 pontos).

¢) (0,1 pontos) O rendimento é dado por

Woa _1Tmin
= Wow _y (0= Dlwin_

= Inr
Qinjetado (Tmax - Tmin)

item ndi u rneceu o rendimen T rém em funca utr
Nesse item, o candidato que forneceu o rendimento correto, porém em funcao de outros
parametros que nao aqueles pedidos no item (b), também obteve a pontuagao total.

d) (0,4 pontos) Na adiabéatica AB temos que
paVy' =pp(rWo)" = pp = pa/r”,
e na isoterma BC' temos que

perVo = pcVo = pc = DB,

donde » » »
p="C =y ot = 24
P PA bc
Da equacao de estado dos gases ideais para a isovolumétrica C'A
Pa _ Ta _ Thax
yZej TC Tmin
Assim,

Toos 1/(v=1)
"= (Tmin ) '

10



Levando na expressao para o rendimento,

Tmin Tmax
n=1- T )IH(T : ) (0,2 pontos)

Se Trax = 2T min, temos que
n=1—1In2=0.31,

e o rendimento da maquina de Carnot correspondente é

Tmin
TlCarnot = 1— Tmax = 057
de forma que
A 2(1—1n2).| (0,1 pontos)
TlCarnot

O rendimento da méaquina é menor do que o da maquina de Carnot correspondente. Isso é
o esperado porque uma das consequéncias da segunda lei da termodinamica é que nenhuma
maquina operando entre dois reservatérios a temperaturas 1. € Tmin pode ter rendimento
maior que a méquina de Carnot entre esses reservatérios. (0,1 pontos)

11



EUF

Exame Unificado
das Poés-graduacoes em Fisica
Para o segundo semestre de 2016

Critérios de correcao

Parte 2

e Como entender os critérios de correcgao.

1. O valor total de cada questao é 1 ponto.

2. As questoes sao divididas em itens denotados por letras (a, b, ¢, ...). O valor de cada
item é mostrado em vermelho no inicio do item.

3. O valor dos passos intermediarios necessarios para a resolucao de cada item é mostrado em
azul imediatamente apos o passo. Para que cada passo intermediario seja considerado
correto, é preciso que o raciocinio que leva ao resultado parcial esteja completo e correto.

4. Respostas “secas”, sem justificativas nao foram aceitas.



Q6. a) (0,6 pontos) Pela lei de Gauss, de maneira geral, sabemos que:

]{E-dﬁqu, (11)
S

€0

onde a integral é feita sobre a superficie S de uma regiao V' e qy é a carga total contida em V.
Tomaremos, nessa questao, regioes esféricas de raio r centradas no centro da esfera isolante.
Por simetria, o campo elétrico apontara sempre na diregao radial, ou seja, £ = Er.

i) Campo elétrico para r < a: Neste sub-item, escolhemos regides esféricas de raio r < a,
representadas pelas linhas pontilhadas na Fig. 2. Desta forma, a carga em V é

qv = pV,
dmp
= o

av 3

Aplicando a Eq. (11) e usando que o campo elétrico é radial

47
dmp 5
€0

Edmr? =

Portanto, a magnitude do campo elétrico sera dada por

E = 3—Z)r. (0,2 pontos)

Também foi aceito como resposta correta o campo em termos de ) ao invés de p

Qr

Amegad’

E

Notas parciais foram atribuidas neste sub-item (a)(i) também nos seguintes casos:

e Respostas finais que omitiram a permissividade do vacuo €. (0,1 pontos)

e Respostas que escreveram a drea da superficie da esfera erroneamente. (0,1 pontos)

ii) Campo elétrico para a < r < b: Neste caso, as regioes esféricas tem raio r tal que a < r < b,
como mostrado na Fig. 3. A carga total contida em V é ¢y = Q. Aplicando a Eq. (11) e
usando que o campo elétrico é radial

E4mnr? = =,
€o

Portanto, a magnitude do campo elétrico sera

Q

Ameqr?’

E

(0,1 pontos)

iii) Campo elétrico para b < r < ¢: Nesta regidao, queremos o campo elétrico dentro de um
condutor em equilibrio eletrostético (veja a Fig. 4), que sempre se anula. Portanto,

(0,2 pontos)



(iv) Campo elétrico para r > ¢: Agora, as regioes esféricas tem raio r > ¢, como mostrado na
Fig. 5. A carga contida em V é gy = Q). Aplicando novamente a Eq. (11) e usando que o
campo elétrico é radial

Edrr? = Q

Portanto, a magnitude do campo elétrico sera

L0

dregr?’

(0,1 pontos)

Também foi aceito como resposta correta o campo em termos de p ao invés de )

pa’

E = .
3eor?

Isolante Isolante

« Condutor Q Condutor

Figura 2: Regido V no caso (i) r < a. Figura 3: Regido V no caso (ii) a < r < b.

Isolante

Condutor

Figura 4: Regido V no caso (iii) b <r < c. Figura 5: Regido V no caso (iv) r > c.

b) (0,2 pontos) Em todo condutor em equilibrio eletrostético, a carga liquida se distribui
na sua superficie. Vamos denotar por ¢; a carga induzida na superficie interna do condutor
(r =b) e g2 a a carga induzida na superficie externa do condutor (r = ¢). Como dentro do
condutor temos £ = 0, aplicando a Eq. (11) a uma regiao como as do item (a)(iii) (raio r, tal
que b < r < ¢), a carga total em V nesse caso é nula. Portanto,

qv = Q+q=0
=q = —Q.

Como, por simetria, a carga se distribui de maneira uniforme na superficie, segue que a densi-
dade de carga induzida em r =0 é

-~ Q
Amh?

Como o condutor estd descarregado, por conservacao de carga, temos que

o1 =

Qcondutor =0 = Q1+ Qo
P = —q



Usando novamente que, por simetria, a carga se distribui de maneira uniforme na superficie, a
densidade de carga induzida em r = ¢ é

. Q
02

Amc?’

Também foram aceitas como respostas corretas as densidades de carga em termos de p

3

pa
01 = ——=
1 3b27
_pa
09 = @

Respostas para esse item em que apenas a carga induzida foi calculada, e nao a densidade de
carga por unidade de drea, receberam a pontuacao parcial de (0,1 pontos).

¢) (0,2 pontos) Esbogo do grafico E x r:

~1/r2

b ¢ r

= G R

Figura 6: Esbogo do grafico £ x r.

Respostas com esbocos corretos para algumas regioes e incorretos para outras obtiveram a
pontuagao parcial de (0,1 pontos).



Q7. a) (0,4 pontos) Pelo formuldrio podemos ver que no vicuo (onde p =0 e J = 0), as equagdes
de Maxwell sao dadas por

V-E = 0; (12)
V-B = 0; (13)
- 0B
. OF
B = — 1
V x Ho€o a ( 5)
Tomando o rotacional da Eq. (14) temos que
. 0B

Utilizando a primeira identidade vetorial dada no enunciado juntamente com a Eq. (12), po-
demos re-escrever o primeiro termo do lado esquerdo da equagao acima como

VX (VxE)=V(V-E)=V*E=-V2E. (0,1 pontos)

Desta forma a Eq. (16) pode ser re-escrita, trocando a ordem das derivadas parciais, como

L0 .
— 2 - — .
VE + BT (V X B) 0. (0,1 pontos)

Utilizando a Eq. (15) obtemos a equacao da onda para o campo elétrico

0’E

V2E = -
Ho€o o2

Tomando agora o rotacional da Eq. (15) temos que

V x (V x B) — pgeoV X (%—f) =0.

Utilizando a primeira identidade vetorial dada no enunciado juntamente com a Eq. (13) e
trocando a ordem das derivadas parciais, podemos re-escrever a equagao acima como

— a —
P 2 _ —_— =
VB Hoco 5 (V X E) 0. (0,1 pontos) (17)

Finalmente, utilizando a Eq. (14) no segundo termo da Eq. (17) obtemos

< 0*B
VB = Hoco 5 (0,1 pontos)
b) (0,1 pontos) A equagao de onda para uma funcao f(7,t) se propagando com velocidade v
¢ dada por
1 9*f(rt)
2 — _ )
Vof(rit) = PR voR (18)




—

Comparando com as Eqgs. (17) e (18), notamos que a velocidade de propagacao de EeBé
dada por

1 1
— = Mo€o = v =
2 v Ho€o

=c. (19)

¢) (0,2 pontos) Supondo que E aponte na direcao = e se propague na direcao z, podemos
escrever que

E = By, (20)

—

B = Byeilk=—vtly (21)
O campos “fisicos” podem ser escritos como (supondo Ej e By reais)

E} = Re(E) = Ey cos(kz — wt)#, (22)
By = Re(B)= By cos(kz —wt)j. (23)
Essas solugoes, de fato, satisfazem as quatro Egs. (12-15) desde que w = ck, como pode ser
verificado. De maneira geral, a dlreg:ao de E 6 arbitraria, desde ' que seja perpendlcular a z
Uma vez fixada a direcao de E B tem que ser perpendicular a E ¢ 7. Os mddulos de E e B
Sa0:
E = FE;cos(kz —wt),
B = By cos(kz —wt).
Tanto as respostas das Egs. (20-21) quanto das Egs. (22-23), ou formas equivalentes compativeis
com as condicoes acima, foram consideradas corretas e receberam a pontuacao total do item.

Notas parciais foram atribuidas também nos seguintes casos:

e Campos propagando nas dire¢oes x ou y, com o restante correto. (0,1 pontos)
e Campos vetoriais E e B fora de fase, mas o restante correto. (0,1 pontos)
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e Campos na forma das Eqs. (20-21), sem o “/” nas exponenciais, mas o restante correto.(0,1
pontos)

Vetores campo elétrico e magnético na mesma direcao da propagacao da onda nao obtiveram
nenhuma pontuagao.

d) (0,3 pontos) Tomando a divergéncia da Eq. (15) temos
. 0 B B
A\ (V X B) ~ Hoo, (V : E) = uoV-J. (0,1 pontos) (24)

O primeiro termo se anula pela segunda identidade dada no enunciado. Usando a Eq. (12)

0 -
O—'Z—I—V-J:O (0,1 pontos)

Esta equacao expressa a lei de conservacao da carga: em sua forma integral, ela implica que a
taxa de variagao temporal da carga total incluida em uma regiao espacial fixa é igual ao fluxo
de corrente elétrica entrando pela superficie que delimita a regiao. Foi aceita a resposta que
apenas declarou: “lei de conservacao da carga”.



Q8. (a) (0,2 pontos) Das relagoes fornecidas

R N Bh
H|%) = —yBS. %) = F1—|)

Portanto, |+) sdo auto-vetores do Hamiltoniano com auto-valores dados, respectivamente, por

Bi=Fo

(b) (0,2 pontos) De maneira geral,
[ (#) = [ere™ M) 4 e e M) (0,1 pontos)

onde c4 sao coeficientes determinados pelas condigoes iniciais. Usando as expressoes dos auto-
valores do item anterior

[ (6) = [ere™ |4 + e H )]

Em ¢t = 0 temos ]

[ (t=0)) = et [4) + e [2)] = —= [+ -],

S

2
donde ¢y = —c_ = 1/+/2. Portanto,

W (t) = % [ei%t |+) — e it |—>] .| (0,1 pontos)

(c) (0,4 pontos) A média de S; ¢ dada por

(8:) = WIS 1w 1) (0.1 pontos)

Utilizando a [¢ (t)) obtida no item anterior

Sl @) = Seos [F 1) — )]
= [ - )
S0 = S5 [ F ) — e F )

A A 1 ey _ i
S ) = Sz [F ) - )]
= 57 [e’%t |+) +e it |—)} (0,2 pontos)



Finalmente,

WIS 0) = [ = e F ] D [ F ) - )
= —gcos(vBt)
W @151 (1) = %[e-”ft<+|—e <—|}¢% [ =)+ e )|
h
= —sin(yBt)

WS ) =

e e ]

<§y> = Lsin(yBt) (0,1 pontos)

(5) =

Notar que nesse item, a resposta final foi considerada correta mesmo quando dada em termos
das exponenciais.

(d) (0,2 pontos) Queremos t tal que

¥ (0) = [v@),
1 1 -vB .~B
— ) - 1-)] = —= [e“Tt +)—e2|=)|, (0,1 pontos
7 1 = 1=l NG +) =) (0,1 pontos)
onde usamos o resultado do item (b). Por inspegao nota-se que a condicao a ser satisfeita é
+i2B¢ B

e'"2 :1:>7t:2n7r (n=12,...).

O menor valor de t corresponde a n =1

4
t= 7—2 (0,1 pontos)

Notar também que, mesmo que a fungao de onda obtida no item (b) estivesse incorreta, o
aluno poderia ainda assim obter pontuagao nao nula nos itens (c¢) e (d), desde que os passos
correspondentes estivessem corretos.



Q9. a) (0,1 pontos) Em qualquer outro referencial S’, o intervalo invariante terd o mesmo valor
As® = (AZ)” + (AY) + (AZ)” = & (AF).

Se nesse referencial os eventos ocorressem no mesmo ponto do espaco, Az’ = Ay = Az =0

, 2 . . . ~
e terfamos As? = —c? (At')” < 0, o que contradiz o enunciado. Portanto, esse referencial nao
existe.

b) (0,1 pontos) Como o intervalo invariante é positivo
Az? + Ay? + A2 > AN
Supondo a propagagao de um sinal com velocidade V entre os eventos, teriamos Az = V,At,
Ay = V,At e Az = V,At. Levando na desigualdade acima
(Vf + V;f + Vf) At? > AL,
Assim, terfamos V2 + Vy2 + V2 = V2> ¢ Portanto, o sinal teria que se propagar com uma
velocidade maior do que a da luz, o que é impossivel.
Solugdes alternativas para o item (b) que também foram aceitas:
e Nas condicoes do item (a), existe um referencial S’ no qual At' = 0 e (Az')*> + (Ay')* +

(A2 )2 = As? > 0. Ora, mas isso implicaria numa propagacao do sinal com velocidade
infinita, o que é impossivel.

e O evento (2) estd fora do cone de luz do evento (1) e, portanto, ndo pode guardar relagao
causal com ele.

e Nao é possivel porque o evento (2) estéd fora do cone de luz do evento (1).
c) (0,4 pontos) (i) Como o relégio estd em repouso em S', Ax’ = Ay = Az =0 e As? =
—c2 (At)? < 0. O sinal é negativo. (0,1 pontos)

ii) Observados no referencial S, os eventos sao tais que Ax = V,At, Ay =V, At e Az = V,At.
Y
Logo,
As? = (sz + Vy2 + Vf) At? — A = -2 (At’)2 ,

onde usamos que o valor do intervalo invariante nao depende do referencial. Segue que

L vz
At'=4/1— —At.| (0,3 pontos)
c

Neste sub-item (c)(ii), se o candidato apenas escreveu que

(At)? = (At)? (Az% + Ay + A2,

1

2
sem relacionar os deslocamentos espaciais com At, ele recebeu a nota parcial (0,2 pontos).
Além disso, se o candidato deu diretamente a férmula final (ou mesmo apenas At = vAt'),
argumentando que se trata da expressao para a dilatacao temporal da relatividade restrita, ele
obteve os (0,3 pontos).

d) (0,4 pontos) (i) No referencial de laboratério S, a separagao espacial entre os eventos ¢é a
distancia entre F' e D e a separacao temporal é o tempo que a particula leva para viajar entre
um e outro

Ar=L e At=—.| (0,1 pontos)




(ii) No referencial da particula, os eventos ocorrem no mesmo ponto espacial e a separagao
temporal entre eles pode ser obtida usando o resultado do item (c)(ii)

2 (L
A’ =0 e At =14/1-— V—2 (V) .| (0,1 pontos)
c

Neste sub-item (d)(ii), a resposta
L/
A’ =0 e At = (—>,

também foi considerada correta.

(ili) Do ponto de vista de S’, L' = VAt, pois F' e D (e o refencial S) se movem com velocidade
—V. Usando a expressao para At’ obtida no item anterior

: Ve
L'=4/1-—L.| (0,2 pontos)
c

Neste sub-item (d)(iii), se o candidato deu diretamente a férmula final, argumentando que se
trata da expressdo para a contragao espacial de Lorentz(-Fitzgerald) da relatividade restrita,
ele obteve os (0,2 pontos).




Q10. a) (0,3 pontos) A funcio de partigao é obtida somando sobre todos os estados do sistema

com o peso de Boltzmann (0,1 pontos)

00 00 drd 2 2,.2
7 = Tre P :/ / xhp exp {—ﬁ (p_ e )] , (0,1 pontos)

2m 2
onde 7! = kgT. Usando

/ dre " = E,
oo a
obtemos
g _ T j2m | 2
h\ BV mw?

,_ 2mhsT _ kT
 hw hw

O item também foi considerado correto se o aluno obteve a funcao de particao Zsy dos 3N
osciladores .

kgT

o .

(0,1 pontos)

Zsn = (Z)*N = (

b) (0,3 pontos) Como os osciladores sao independentes, o nimero médio n(x)dzr pedido é
igual a 3N vezes a probabilidade de um oscilador ter sua posicao no intervalo considerado.
Esta probabilidade, por sua vez, é igual ao peso de Boltzmann integrado sobre todos os valores
de momento linear (0,1 pontos), donde

% 2 2.2\ T
n(z)dx = 3Nd93/ @exp [—ﬁ (p_ y ) (0,1 pontos)

Z h 2m 2

—00

2,2
n(x)dr = 3Nwdz, | 27TZZBT exp (—H;ZB; ) .| (0,1 pontos)

c) (0,2 pontos) A energia potencial média por oscilador é

1 [ [ mwz?
(U) = 3_N/oo( 5 )n(z‘)dx
[ m > (mw?z? mw?z?

= — d 1 t

w nknT /OO ( 5 )exp( 2k'BT) z (0,1 pontos)

m QkBT o 2

= ksT)\| — 2o,

w\/ 27TkBT( sT) mw? /_Oox ¢

Usando que [* z2e~" = /7/2,

(U)y =——.| (0,1 pontos)

Esse resultado é o esperado pelo teorema da equiparticao, que diz que o valor médio classico
de cada grau de liberdade quadrético da Hamiltoniana (como a energia potencial) é kgT'/2.

10



O item também foi considerado correto se o aluno calculou primeiro a energia total média de

um oscilador através de 51n 7
n
E)=— =kgT
(B) =~ = ko,

e usou o teorema da equiparticao para obter a contribuicao da energia potencial.

d) (0,2 pontos) Temos que

mw?z?  kgT T 1 [kgT
- 1 pont e Y Loy
5 i (0,1 pontos) = f 7=\

Para os dados fornecidos

f=~0.03=3%.| (0,1 pontos)
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