Aula 9
Mais ondas de materia |

Fisica Geral F-428



Resumo da aula passada:

Dualidade onda-particula e o principio da
complementaridade;

Comprimento de onda de de Broglie: A= h/p
Funcao de onda ¥(x,y,z,1)

A funcao de onda que descrevera a particula € uma
solucao de uma equacao diferencial: a equacao de
Schrodinger:

_OP(FL) R
17 po _—%V S”(rt)+U(r)S”(rt)

De funcao de onda obteremos a densidade de
probabilidade de encontrar a particula o(7,t) =y (F,1) i
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Radiacao Eletromagnética
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Introduzimos a funcao de onda

7(x,y,zt)

a qual € uma solucao de uma equacao diferencial,

a equacao de Schrodinger.



A funcao de onda ¥ (Xx,y,z,t):

« Uma particula microscopica sera descrita pela chamada funcéao de
onda ¥(I,t), também chamada amplitude de probabilidade , &
qual podemos aplicar:

 Principio da superposicao: |F(T.t)=P1(T,t)+¥5(F 1)

* Interpretacao probabilistica: (Max Born)

Max Born

. a2
Densidade de probabilidade: ,0( It ) :l SU( I ) |
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Condicéo de normalizacao: jp(r, t) d’r=1
V

A funcéo de onda carrega a informacdo maxima
que podemos ter sobre 0 sistema em questao.




A equacao de Schrodinger

« Embora tenha obtido alguns sucessos notaveis,

a teoria quantica desenvolvida entre 1900 ~ 1920
tinha serios defeitos. Era uma mistura arbitraria &
de fisica classica com novos postulados, alheiose F
contraditorios a propria fisica classica. |

prémio Nobel: 1933

« Em 1926, Schrodinger foi convidado a dar um seminario na
Universidade de Zurigue sobre a teoria de de Broglie.

Durante o seminario, um dos ouvintes perguntou como ele
podia falar abertamente sobre uma onda associada ao eléetron,
se ndo havia nenhuma equacéo de onda !

Alguns meses depois, Schrddinger apresentou a equacao de onda,
dando inicio a Mecanica Quantica moderna.



A equacao de Schrodinger

 Os fenGmenos ondulatorios, independentemente da sua origem,
tém a sua evolucao temporal descrita por equacoes de onda do

tipo:

1 0°F(r,t)

R ~V?F(r,t)=0

onde F(r,t) ¢ avaridvel dindmica de interesse; por exemplo, 0
campo elétrico ou 0 campo magnético de uma onda eletromagnética.

* Se quisermos mvestlgaraevolugao temporal da densidade de

probabilidade p(r,t)=¥(r t)| devemos estudar como ¥( T t)
varia no tempo. No que segue, vamos fazer essa analise apenas

para particulas com massa!




A equacao de Schrodinger

Em geral, podemos dizer que para uma onda plana temos:

P(F,t) =¥, expi(k-F—at)

Derivando ¥(r,t) comrelacdoa t:

OV _ i (Ft)
P

Tomando o gradiente de W(F,t), e depois a sua divergéncia:
VP(Ft)=ik¥?(Ft) =
V. [VP(F )] =VP(F t)=-KP(F )




A equacao de Schrodinger

ayjétr Y _ oW (1) e

Entao: )
ha)SU(F,t) E¥(T,t)

VAP(F t)=-kP(Ft) —

21,2 2
WK v 0y = P 1) = B (T 1)
2m 1 2m

Equacéo de Schrodinger da particula livre (E=E,; U=0):

_ 2
n P00 17 G2y 4
ot 2m

A




A equacao de Schrodinger

Mas, no caso geral, nao-relativistico: E = Egjp + Epot = E¢jn +U

2 2
=P LuF) = ESU(F,t):;—mW(F,t)+U(F)SU(F,t)

2m
Equacao de Schrodinger :
(Postuladal)

= 2
i W(r’t)=—h—v25v(r,t)+U(r)sv(r,t)
ot 2m

(Equacao de Schrodinger dependente do tempo)

Erwin Schrédinger
(1887-1961)
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A equacao de Schrodinger

Os casos gue vamos tratar aqui = Onda de variaveis separaveis:

(casos de E constante) SU( F’t ) — W( F )exp(—| a)t )
Substituindo essa expressao na Equacao de Schrodinger:

o 2
n LY I G2 )+ U(F)P(F L)
ot 2m

e cancelando as exponenciais dependentes do tempo, obteremos:

2
how(F)= Ew(r)——f—mv w(F)+U(F )y (F)

2y )+ E-U P ) -

(Equacao de Schrodinger independente do tempo)

11



A particula livre em 1-D

Para encontrar a solucdo geral de:

= 2
n LY T G2 e LU W (F )

ot 2m
P(F.t)=w(F)exp(-ict)

devemos resolver inicialmente:

a0 eyl 5 U0

"l 2m dx?
>
2 —
V1), 2, )0 seom 12~ ZME-U)_2nE
dx h h

como U(x)=0 - E=E4,
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’ - dzl//(X) 2
Aparticula livreem 1-D  ¥(F — 5+ w(x)=0¢)

Solugdo geral:  i( X)= Aexp(Ikx )+ Bexp(—ikx)
como: exp(xifd)=cosfd=xisind
w(x)=Acoskx+B'sinkx ;com A'=(A+B); B'=I(A-B)
P(7,t)= Aexpli(kx — wt)|+ Bexp|-i(kx + wt).

&U(X,t) oC eXP [i(kx— a)t) = (Onda propagante para a direita:

\'-\.

S”(X,t) oC exp [— i(kX + a)t)] — Onda propagante para a esquerda:

.

D \\\_/ ............ 13




A particula livre em 1-D
w(x)= Aexp(ikx)+ Bexp(- ikx)

Facamos: A=y, e B=0 mmpi(X)= Vo eXp(ikX)

2
e Y(xt)=wgexpi(kx—wt) onde a):a)(k):}zL
m
DOIS:  j— p* _ 1%k
2Zm  2m

A densidade de probabilidade para encontrar a particula sera:

o(xt)=P(xt) |2: P =gty = wg =constante!  para -o< X <+ow

« Ou seja: uma particula livre o P
pode ser encontrada em Vo
qualguer ponto sobre 0 eixo X,
com a mesma probabilidade. 0 X
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O principio da incerteza de Heisenberg

« E inerente & Mecanica Quéntica e se aplica sempre aos pares das
chamadas variaveis incompativeis. Essas sao variaveis que nao
podem ser medidas simultaneamente com preciséo ilimitada!

e EX.: aposicdo e o momento linear de uma particula quéantica:

Em 3-D:

J\

Werner Hesenberg(
(1901- 1976)
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O potencial degrau 2%, 42, (-0 :onge k2 ~2"E-Y)

dx? 72 -
W i (2)
E = Ein +Uo =
Ug
0 X
) E>U,:
d2W1(X) 2 > 2mE
se x<0, +k{w1(x)=0 ;onde ki =—mnr—
2
se x>0; d WZZ(X)Jrkgzz//z(x):O; onde k22 = 2m(E2—U0)
dx i
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O potencial degrau

E>U,:

Solucgdes gerais:

v <0 wi(x)=Aexp(ikyx)+ Bexp(—ik;x) ;onde k= 2”‘_25
D (R) "
- - , > 2m(E-Ug)
x>0 Wz(X)=CeX%%2x)+ Dexp(—ikyx) ;onde Kk§=""—
| i

mas : D =0, pois ndo ha onda refletida para x > 0.
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O potencial degrau

dy

*Como i €
dx

O que leva a:

E poderemos definir:

2_ kl—
K, +

c® 4

trans k2

sao funcdes continuas :

X
K

(1k2

p(x=07)=p(x=0")

dy x=0" dy x=0"
& e

; amplitude de reflexao

. < .

; amplitude de transmissao

jZ )
>

R+T =1

k

inc 1

A

C(kky)?
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O potencial degrau <. 2,()-0 ;onge 2= 2ME-Y)

dx? 72

© @
GEIC

0 X




O potencial degrau

1
E< Uy W B

X<0: wl(x)z Aexp(ikyx)+ Bexp(-ikyx) ; onde k12 =

X>0: wZ(x):Cexp(—xzx)+\D\§xp(;c2x) ;onde: «
0

2mE

h2
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O potencial degrau

- Como y e ™ sao funcdes continuas —
X

dy
B Kk —lx,
Ak +ixk,
2 x
R__‘Jref_B :BB*:]_
J Al AA

wo(x)=Cexp(—koXx) =

wavemechanics-step

; amplitude de reflexao

1 B

=R S J2m(Ug - E)

Comprimento de penetracao

21


http://www.quantum-physics.polytechnique.fr/en/

A barreira de potencial ¢ *.i2y0-0 ;one 12=2EV)
E Ug
Ol X
) E>U,: L
se x <0; Wléx) kiw(x)=0 ;onde kf =2m—2E
dx h
se L>x>0; : ij(x) Sw,(x)=0 ;onde k22:2m(Eh;U0)
se x> L; W32(X) k$w3(x)=0 ;onde k& :k12:2m—2E
dx i
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A barreira de potencial

;“_:R& T

(1 ()

E>U:

p1(x) = Aexp(ikyx) + Bexp(-ikx) ;onde  kZ =2
h

2m(E -Ug )

wo(x)=Cexp(ikyx )+ Dexp(—ikpx) ; onde k5 = .

7
i - . 2 o 2mE
z//3<x>=Eexp(nkgx)w\exp(—ukgx) conde k3 =k? ==
7

0
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A barreira de potencial @) 2(-0 ;onde k2=2ME-Y)

dx? 72
) |
U
= [P
O< > X:
L
1) E<U;:
2
sex<0; T 2y (x)=0 conde kP =2TE
dx? 72
2 _—
se L>x>0; d WZZ(X)—KZZWZ(X)IO - onde K22:2m(ug E)
dx A
2
se x> L; d WB(X)+k§w3(x):O onde k32:k12:2m_E

dx? 72
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A barreira de potencial

|l
E<U,: W L,

(L (3)

w1(x) = Aexp(ikyx )+ Bexp(—ik{x) ; onde k12:2m_2E
7

2 _2m(Ug —E)

wo(x)=Cexp(—xyx)+Dexp(xyx) ;onde x5 = .
h

w3(X)= Eexp(ik3x)+\R{eXp(—ik3X) onde  k§ = ki :—ngE
0 h
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A barreira de potencial

dy . N ,
. Como y e ¥ <50 funcbes continuas —

dx

Coeficiente de transmissao ou taxa de tunelamento

. _EE

AA

T ~[exp(-x L)]* = exp(-2x L) ; onde K:\/

2m(UO -E )

h2

R=1-T =1-exp(-2«xL)

Coeficiente de reflexao

<

wavemechanics-barrier 26



http://www.quantum-physics.polytechnique.fr/en/

O microscopio de varredura

Microscopia de ponta de prova

Sensor

Cantilever -

Prémio Nobel 1986:
Heinrich Rohrer, Gerd
Binnig e Ernst Ruska

Ponta

. Ruska

tunneling
electronsz

wavemechanics-stm



http://www.quantum-physics.polytechnique.fr/en/

Até agora...

Vimos, até agora, trés postulados da Mecanica Quantica:

a) Toda particula possui uma funcao de onda ¥(x,y,z,t) associada a
ela.

b) A forma e a evolucéo temporal desta ¥ (x,y,z,t) é determinada pela
equacao de Schrodinger.

¢) Em uma dimensao, dada a funcao ¥ (x,t), a densidade de
probabilidade da particula ser encontrada em torno de um ponto x
(entre x e x+dx), num dado instante t, € dada por:

;

p(xt) =[P (x.0) WV,\P

J 5



A Equacao de Schrodinger e a Quantizacao de
Energia

. Para uma particula classica confinada a
uma regiao limitada do espaco, a teoria de
Schrodinger prevé que a energia total da
particula é quantizada.

- Quando a particula nao estiver confinada
em uma regiao limitada, a teoria prevé que a
sua energia total pode apresentar qualquer
valor.
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Elétron confinado

O confinamento de uma onda leva a quantizacao,
Ou seja, a existéncia de estados ligados discretos,
com energias discretas.

Analogia:

Ondas estacionarias em uma corda <= estados estacionarios

30



Exemplos de Potenciais:

e Armadilhasem 1,2 e 3

dimensoes.

 Atomos.

Energia crescente

Atomo de
hidrogénio

Poco
quadrado

7

\."‘ ax

Potencial do oscilador
harmonico

31



No caso de particula confinada:
Equacao de Schrodinger
Independente do tempo

h2

S VA(F)+[E-U(F(F)=0

teremos estados ligados que sao
guantizados: apenas estados com
certas energias sao possiveis.

Sempreque E—-U(F)<0 == {

32



Particula em uma “Caixa”(=*“poco”)

Vamos resolver a equacédo de Schrodinger para uma particula
confinada a uma caixa de paredes “impenetraveis”. Isto €, uma
particula sujeita a um potencial de forma;

UX) =0, paraO<x<L /7
U(X) =00, paraXx <0 ou x> L

0 L X

« Como o potencial é infinito, a particula deve se encontrar
rigorosamente no interior da caixa, portanto, devemos ter:
w(X) =0, parax=0 e x =L (condic&o de contorno).
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2

g—vzw(m[E—umw(f):o
m

No interioor d; caxixa: I d l//( )
2m d¥
ou: d%y(x) 2mE ) Lo
dx? = 72 '7”( ) —k W(X) , k=
A solucao geral desta equacao pode ser escrita como:
w(x)= Asen(kx) + Bcos(kx)

A condic¢ao de contorno: (0)=0 =% z//(x) = Asen kx

=Ey(x)

2mE
hZ

A condicao de contorno: (L) =0

w(L)= AsenkL=0 —> kL=n7 — Kk, =—




Escrita em termos dos comprimentos de onda:
Veja que L=nA/2

K :
, L n

que corresponde a condicdo de formacao de ondas estacionarias.

As funcOes de onda serdo dadas por:

w. (x)= Asen(k x)= Ansen(nﬂTXj

* Para cada n temos uma i/,(x); onde n € um numero quantico.

- Como temos um sistema unidimensional, v/,(X) é completamente
determinada por apenas um numero quantico.

35



Funcdes de onda

w.(x)=Asen(k x)= Ansen(mTXj =123




As energias (cinéticas) associadas a
estas funcOes sao dadas por:

25E,

16E,

9F,

4E,
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* O sistema pode passar de um estado n para um n’, de energia
menor, emitindo um foton de frequéncia v :

21,2 2
E - ok’ _ h : 02

2m 3mL

; Jf/
4 - | E,
| Jf/

3 ':/ E;
2 ' Nﬂ.f’ E,
1 T E,

hv=AE=E_ -E,

O sistema
pode também
sofrer uma
transicdo para
um estado de
energia maior,
absorvendo um
foton.

O estado de energia mais baixa é
chamado de estado fundamental.
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Resumo da aula:

« Equacao de Schrodinger;

* Resolvemos a equacao de Schrodinger para
situacoes simples (potencial degrau, barreira de
potencial);

« Resolvemos a equacao de Schrodinger
confinada em um poco de potencial infinito em
uma dimensao (1D) = energias discretas.



