
Aula 13

Física Geral F-428

(quase) Tudo sobre os átomos
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Resumo da aula passada:

ainda o átomo de hidrogênio...

• Estados quânticos caracterizados por n, l, ml, ms;

• Energias dos níveis (estados) dependem de n;

• Momentos angulares orbitais, de spin e total dos 

vários estados;

• Momentos de dipolo magnético;

• Quebras de degenerescência dos estados;
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Átomo de hidrogênio...
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E
átomo ionizado para  E>0

0
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Hoje iremos abordar átomos 

com mais de um elétron!

Para um átomo com Z elétrons....

quantas variáveis serão necessárias?



5

=
−

+









−− 

=

E
rr

e

r

Ze

m ji ji

Z

i i

i 


0

2

1 0

2
2

2

442 

A equação de Schrödinger 

(independente do tempo).....

 é uma função de Z  3 variáveis e satisfaz a equação acima....

Precisamos ser inteligentes para resolver ... 

Ou ter um bom computador...

Ou melhor ainda, os dois, simultaneamente....

com   E = E1 + E2 +  ....  +  EZ
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Nós procuramos por uma forma da energia

potencial para o átomo com mais de um elétron

que aproxime a forma exata, mas que nos

permita separar a  em um produto de

funções, cada uma descrevendo um elétron:

( ) ( ) ( ) ( )ZZ rrrrrrr ,r


 ...),...,,( 321321 =

Para conseguir isso, aproximamos a energia potencial 

por uma energia potencial que seja dependente 

apenas de ri ! 

Aí dá para resolver...

(mas os estados que a gente encontra 

não serão degenerados como para o H)
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Por exemplo, um átomo de hélio....

Note que neste exemplo estamos mostrando apenas um

elétron no nível (o outro está no estado 1s) .......
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Ou ainda um átomo de lítio (Z=3)....

Note que neste exemplo estamos mostrando apenas um

elétron no nível (os outros dois estão no estado 1s) .......
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Ou ainda, um átomo de sódio (Z=11)...

Note que neste exemplo estamos mostrando apenas 

o último elétron (os outros estão em 1s22s22p6)
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Mas como é chegamos a esses estados de energia?

Vamos ver como exemplo o átomo de hélio ( Z = 2).... 
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Para o H, a energia potencial é:

Para o He, a energia potencial (desprezando a repulsão entre os elétrons) é:
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A equação de Schrödinger para os 

dois elétrons do He:

( ) ( ) ( )2121  ,Ψ rrrr


=

Etotal = E = E1 + E2
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As energias dos estados do átomo de hélio...
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Energias dos estados do átomo de H:

Resultando na energia para cada um dos dois elétrons do He:

eV
n

,
eV

n

Z,

nh

emZ
En 22

2

222
0

42 4546131

8
−=−=−=



( )
r

e
rU

1

4 0

2


−=

( )
21

21
r

eZ

r

eZ
r ,rU

1

4

1

4 0

2

0

2


−−=

Para os dois elétrons no He:



Cada  descreverá um estado que é solução

de uma equação de Schrödinger (3D).

Ainda teremos os estados de cada elétron

caracterizados pelos mesmos números

quânticos:

n ,l ,ml , ms

e cada elétron será  ainda descrito por uma n ,l ,ml , ms

( ) ( ) ( )2121   ,Ψ rrrr


=

A função de onda total  será: 
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Para cada elétron do He daremos:

• o seu número quântico principal n

• o seu número quântico orbital l

• o seu número quântico magnético ml

• o seu número quântico de spin ms
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IMPORTANTE 

QUANDO TEMOS MAIS DE UM ELÉTRON:

Princípio de Exclusão de Pauli

Pauli ganhou o Prêmio Nobel de Física de 1945

Dois elétrons não podem estar no mesmo 

estado quântico, ou ..dois elétrons não podem 

ter todos os quatro números quânticos iguais!!
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Portanto, podemos colocar 

dois elétrons em um  estado caracterizado por:

n ,l ,ml

• um com ms= +½ (),

• um com ms= −½ ().
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Mas como chegamos aos resultados para os níveis de energia?

Um primeiro exemplo: átomo de hélio  (dois elétrons, Z=2)

-108.8 eV

- 68 eV

Teo Exp

- 79 eV

E1+E2 = – 54,4 eV – 13,6 eV = – 68 eV 

E1+E1= – 54,4 eV – 54,4 eV = – 108,8 eV 

Experimental: – 79 eV

Etotal
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Mas como é que se chega a esses resultados para os níveis?

Um exemplo : átomo de hélio 

-108.8 eV

- 68 eV

Teo Exp

- 79 eV

-79 eV = -24,6 eV – 54,4 eV
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Usa-se representar apenas os estados do “último” 

elétron. Por exemplo, para um átomo de hélio....

Mantemos sempre um 

elétron no estado 1s

e excitamos o outro....
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Voltando uma vez mais:

a equação de Schrödinger 

(independente do tempo).....

 é uma função de Z  3 variáveis, que satisfaz a equação acima....

Precisamos ser inteligentes para resolver ... Ou ter um bom computador...

Ou melhor ainda, os dois, simultaneamente....

com   E = E1 + E2 +  ....  +  EZ



21

Nós procuramos por uma forma da energia

potencial para o átomo com mais de um elétron

que aproxime a forma exata, mas que nos

permita ainda separar a  em um produto de

funções, cada uma descrevendo um elétron:

( ) ( ) ( ) ( )ZZ rrrrrrr ,r


 ...),...,,( 321321 =

Para conseguir isso, aproximamos a energia potencial por uma 

energia potencial que seja dependente apenas de ri ! 

Aí dá para resolver...

(mas os estados que a gente encontra 

não são degenerados como eram para o H)
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Para um elétron encontraremos as 

soluções i , admitindo que o elétron se 

encontre em um potencial efetivo Uefetivo

que é devido ao núcleo do átomo e aos 

outros Z-1 elétrons:

A parte radial resultará diferente e parte angular, igual às do H !!!



Aplicação do princípio de exclusão de Pauli

tabela periódica dos elementos

número         número       número                número            número

estado    quântico       quântico      quântico              quântico           máximo 

principal       orbital          magnético           de spin            de elétrons
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Construção da tabela periódica:
(ordem de preenchimento com elétrons) 

• Existem algumas exceções, como por 

exemplo Cr, Cu, Mo, Ag  (alguns níveis 3d 

são preenchidos antes do nível 4s)

•Em átomos multi-

eletrônicos, elétrons 

com número 

quântico orbital mais 

baixo terão energia 

menor, por estarem 

mais próximos ao 

núcleo e sofrerem 

menos blindagem 

dos demais elétrons.

Exemplos:
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Você pode ter visto assim..
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A tabela periódica dos elementos

f

s

s

p
d
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Porém, .....o ordenamento dos níveis de energia 

muda ao longo do preenchimento
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Exemplo: sódio (Z =11)

Estado fundamental: 1s22s22p6 3s1

Estados excitados:

• 1s22s22p6 3p1

• 1s22s22p6 3d1

• 1s22s22p5 3s2

• E por que não 1s12s22p6 3s2?

• E se fôr 1s12s22p6 3s1?  O que aconteceu?
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Interação com campo B externo: Efeito Zeeman

ml ml + 2ms

3p

3s

1

-1

0

0

(Ex.: Linhas espectrais do sódio)

símbolo valores

n 1,2,3,...

l 0,..,n -1

ml -l,..,l

l = 1

l = 0

Acoplamento Spin-Órbita (S●L) deve ser levado em conta...

zBsl

zz

B)mm(

BBE
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Regras de seleção

1,0

1

=

=

lm

l

T 2~  se  eV,10~ 4

zBE −

Pieter

Zeeman  

1865 – 1943  

Nobel de 

Física: 1902
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Há outros efeitos que podem 

ser considerados....

30

Mas o tratamento deles está fora do nível de Física IV.



Momento angular total dos átomos
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Para somarmos os dois momentos 

angulares há algumas regras, que 

dependem  do Z do átomo 

 += iitotal SLJ




Um exemplo.....
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E se...arrancarmos um 

elétron de um átomo??

O que pode acontecer???
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Emissão de fótons na faixa de raios X

Ocorrerá emissão de: 

• um espectro contínuo,

• um espectro discreto, 

que dependerá da 

composição do ânodo 

(ou seja, característico 

do Z do elemento que 

compõe o ânodo).
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C : cátodo

A : ânodo

F: filamento 



Exemplo: espectro do molibdênio
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Espectro de raios X discreto
• As linhas de emissão de 

raios X discretas 

dependem do elemento 

químico (de Z).

• A tabela periódica passou 

a ser determinada pelo 

número atômico (Z) e não 

mais pela massa atômica.

h
e-

e-

e-
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Espectro de Raios X contínuo

Ex: molibdênio a 35 kV

nm035.0

eV1035

nmeV 1240
3

max




=

mín

mín
K

hc




Espectro contínuo

Só depende da 

energia do e- incidente

KKK if −=
Ze

e-

iK
hK =

mín

máxi

hc
hK


 ==

i

mín
K

hc
=

espectro 

contínuo

:0Se =fK

37



Espectro de Raios X

Ex: molibdênio a 35 kV

Espectro contínuo + Linhas discretas
(espectro característico)

Só depende da energia 

do e- incidente
Dependem do alvo e 

energia do e- incidente

Bremsstrahlung

continuum

Energia positiva de 

"buracos" (ausência 

de elétrons) 38



Gráfico de Moseley
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Resumo da aula:

• Vimos o tratamento quântico de átomos com mais 

de um elétron;

• Vimos um exemplo: níveis de energia para o He 

sem e com interação entre os elétrons;

• Os quatro números quânticos de cada elétron;

• As energias dos estados não seguem mais uma 

expressão simples e dependem de n e de l ;

• A emissão de raios-X: espectro discreto e contínuo.



Lasers

Propriedades:

• Luz altamente monocromática:                     vs. para  

descarga num gás

• Luz altamente coerente:                      vs. para descarga 

num gás (onde   é a distância de coerência)

• Luz altamente colimada: diâmetro do foco de alguns metros, 

projetado na Lua!

• Luz precisamente focalizável: divergência limitada pela difração

1510−






km102

610−






m1
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http://www.colorado.edu/physics/2000/lasers/index.html

Lasers

42

http://www.colorado.edu/physics/2000/lasers/index.html
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Lasers de He-Ne

eVE 61,203 =
eVE 66,202 =

1
E

20 eV

He (20%) Ne (80%)

Colisões 

entre He-Ne

decaimento 

rápidoExcitação  por 

colisões  entre 

corrente de elétrons 

e átomos de He

Estado 

metaestável

N2

N1 Luz do laser:

632,8 nm

N2 > N1: inversão de população
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Problema 40.28

Suponha que existam dois elétrons no mesmo átomo, ambos com n=2 e l=1. (a) Quantos

estados são possíveis para estes dois elétrons? (Não se esqueça de que não existe nenhuma

diferença entre os dois elétrons.) (b) Se o princípio de exclusão de Pauli não existisse,

quantos estados seriam possíveis?

1;2 == ln

1,0,1−=lm
2l+1 valores de ml: 

2.1+1=3 valores de ml 2 valores de ms: +1/2 -1/2

6 estados possíveis para cada elétron!!

Combinação de 6 dois a dois!!

A ordem não importa! → sem repetição( )!!

!
,

nmn

m
C nm

−
=

estadosC 1553
2

56

!412

!456

!4!2

!6
2,6 ==


=




==

3

Sistema de 2 elétrons!

ml 1 1 0 0 -1 -1

ms +1/2 -1/2 +1/2 -1/2 +1/2 -1/2
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Probl. Cap. 40 No. 58

Laser de CO2 marciano. Quando a luz solar banha a atmosfera de Marte, as

moléculas de dióxido de carbono a uma altitude de aproximadamente 75 km se

comportam como o meio ativo de um laser. Os níveis de energia envolvidos

aparecem na Fig. Acontece uma inversão de população entre os níveis E2 e E1.

(a) Que comprimento de onda da luz solar excita as moléculas para o nível E2?

(b) Qual é o comprimento de onda da luz emitida pelo laser? (c) Em que região do

espectro eletromagnético estão os comprimentos de onda calculados em (a) e (b)?

E0 = 0

E2 = 0,289 eV

E1 = 0,165 eV

(b) E2→1 = 0,124eV

(a) E0→2 = 0,289 eV



hc
E =

mnm
eV

nmeV

E

hc
 29,44290

289,0

.1240

20

===


=
→

m 29,420 =→

mnm
eV

nmeV

E

hc
 0,1010000

124,0

.1240

12

===


=
→m 0,1012 =→

(c) Ambos no Infravermelho (IV)
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Problema 40.28 

Suponha que existam dois elétrons no mesmo átomo, ambos com n=2 e l=1. (a) Quantos

estados são possíveis para estes dois elétrons? (Não se esqueça de que não existe nenhuma

diferença entre os dois elétrons.) (b) Se o princípio de exclusão de Pauli não existisse,

quantos estados seriam possíveis?

1;2 == ln

1,0,1−=lm
2l+1 valores de ml: 

2.1+1=3 valores de ml 2 valores de ms: +1/2 -1/2

Outra abordagem!!!

Para o primeiro elétron, há 6 estados possíveis. Para o segundo, há 6-1=5 estados possíveis. 

Sendo assim, temos 6 x 5 = 30 combinações (estados possíveis). 

Estado já escolhido pelo elétron 1. 

MAS... 

Elétrons são indistinguíveis e contamos a mesma configuração duas vezes!

( ) ( )
2
1

2
1

2
1

2
1 ,1,,1,1,,1 ++−=+−+

( )
2211

,,, slsl mmmm
Temos que dividir por 2!!

Número de estados disponíveis: !estados!15
2

56
=
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Problema 40.28

Suponha que existam dois elétrons no mesmo átomo, ambos com n=2 e l=1. (a) Quantos

estados são possíveis para estes dois elétrons? (Não se esqueça de que não existe nenhuma

diferença entre os dois elétrons.) (b) Se o princípio de exclusão de Pauli não existisse,

quantos estados seriam possíveis?

1;2 == ln 1,0,1−=lm

2 valores de ms: +1/2 -1/2
ml1 ms1 ml2 ms2

1 +1/2 1 -1/2

1 +1/2 0 -1/2

1 +1/2 0 +1/2

1 +1/2 -1 +1/2

1 +1/2 -1 -1/2

1 -1/2 0 -1/2

1 -1/2 0 +1/2

1 -1/2 -1 +1/2

1 -1/2 -1 -1/2

ml1 ms1 ml2 ms2

0 +1/2 0 -1/2

0 +1/2 -1 +1/2

0 +1/2 -1 -1/2

0 -1/2 -1 +1/2

0 -1/2 -1 -1/2

-1 +1/2 -1 -1/2

9 estados

6 estados

Total: 15 estados!

ml1 ms1 ml2 ms2

1 +1/2 1 +1/2

1 -1/2 1 -1/2

0 +1/2 0 +1/2

0 -1/2 0 -1/2

-1 +1/2 -1 +1/2

-1 +1/2 -1 -1/2

6 estados extras!!

Sem exclusão de Pauli:

Ou simplesmente contando...
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Problema 40.36

Quando um alvo de molibdênio é bombardeado com elétrons, são produzidos um espectro

contínuo e um espectro característico de raios X, como na Fig 40.14. Na figura, a energia

cinética dos elétrons incidentes é 35 keV. Se o potencial de aceleração dos elétrons é

aumentado para 50keV, (a) determine o valor médio de min; (b) os comprimentos de onda

das linhas K e Kb aumentam, diminuem ou continuam os mesmos?

Espectro de raios X:

1 - Bremsstrahlung (Contínuo);

2 – Raias (linhas) características

1 - Bremsstrahlung (Contínuo); 2 – Raias (linhas) características
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Problema 40.36

Quando um alvo de molibdênio é bombardeado com elétrons, são produzidos um espectro

contínuo e um espectro característico de raios X, como na Fig 40.14. Na figura, a energia

cinética dos elétrons incidentes é 35 keV. Se o potencial de aceleração dos elétrons é

aumentado para 50keV, (a) determine o valor médio de min; (b) os comprimentos de onda

das linhas K e Kb aumentam, diminuem ou continuam os mesmos?

min

hc
E energéticofóton =+

nm
eV

nmeV

E

hc

E

hc

energéticoelétronenergéticofóton

0248.0
1050

.1240
3

min

=


=

===
++



min= 24.8pm

a)

b)  Não são afetados, pois não 

dependem da excitação externa.
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Problema 40.9 (Halliday, 7ª edição)

Um elétron de um átomo se encontra em um estado com ℓ = 3. Determine:

(a) o módulo de    ;    L =

(b) o módulo de     ;   

(c) o maior valor possível de mℓ ;    

(d) o valor correspondente de Lz ; 

(e) o valor correspondente de μorb,z ;

(f) o valor do ângulo semiclássico θ entre as direções de Lz e    ;

(g) valor de θ para o segundo maior valor possível de mℓ ;

(h) valor de θ para o menor valor possível (o mais negativo) de mℓ ;

L





L


 463321331 ,)()( =+=+

BBBorb ,)()(
m

e
L

m

e
==+=+== 4633211
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 3== mLz

BBz,orb m −=−= 3
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3
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133
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=
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=
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ℓ = 3 e                  ;      2=m →==
+
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Problema 40.12 (7ª edição):

Suponha que no experimento de Stern-Gerlach executado com átomos

neutros de prata o campo magnético  tenha um módulo de 0,50 T.

(a) Qual é a diferença de energia entre os átomos de prata nos dois subfeixes?

(b) Qual é a freqüência da radiação que induziria transições entre estes dois 

estados?

(c) Qual é o comprimento de onda desta radiação?

(d) Em que região do espectro eletromagnético está situada?

Micro-ondas.

eV 58
J/eV 101,60

T) J/T)(0,50 1028,9(2
2

19-

24

 =



==−=

−


BUUE B

GHz 14 Hz 1040,1
J.s 106,63

J 1028,9 10

34-

24

==



=


=

−

h

E
f

cm 1,2
s 101,4

m/s 103
1-10

8





=

f

c
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Cap. 40, Probl. No. 18:  

Em um experimento de ressonância magnética nuclear, a freqüência da fonte de RF é

34 MHz e a ressonância dos átomos de hidrogênio da amostra é observada quando a

intensidade do campo magnético externo Bext do eletroíma é 0,78T. Suponha que Bint e

Bext são paralelos e que a componente z do momento magnético dos prótons é 1,41 x

10-26 J/T. Qual é o módulo de Bint?

( )( )
( )

=−



=−=

−

−

T78,0
J/T1041,12

Hz1034J.s1063,6

2 26

634

int extB
hf

B


mT19T019,0T78,0T799,0int ==−=B

extint BBB +=

BhfE 2== 2

hf
B =

B

BE +=

BE −=

B

BE +=

BE −= B

BE +=

BE −=

BE 2=
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